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1.1 Rechnen mit reellen Zahlen

1.1.1 Potenzen und Wurzeln

Rechenregeln fir Potenzen Rechenregeln fir Wurzeln
m on m-+n 1 m 1\7 m
a’-a =a "a’“=(a”‘)“=a“=(a”} =(§‘/5)
a_n _ am—n 1
1 1\m L
(an)m =(am)n =a™ (mneNabeR) T/Q/_5=\/‘:"=[a"] =am ="Ya
a b _(a b)” 1 y . (m,neN;aZO,bZO)
n _n '\’/E-Q/B=[a")[b"]=(a-b)n=@
a . (a—j (b=0)
b" | b"

ORI

COREI

Sli=

Ya _
-

1.1.2 Logarithmen
Rechenregeln fir Logarithmen

log, (u-v) =log, u+log, v

log, (%) =log,u—log, v

a>0u>0v>0keRneN
log, (u*) =k-log, u ( cRneN)

log, Yu = [1) -log, u

n

Umrechnung von der Basis a in die Basis b

Iogbr=log—ar= L -log,r=K-log,r ;mit K= L
log,b log,b log, b
1.2 Vektoroperationen
1.2.1 Skalarprodukt (inneres Produkt)
a-b= ‘5‘ ‘5‘ -cos(¢)
1.2.2 Skalarprodukt in der Komponentendarstellung
a, | (b,
a-b=|a, ||b, |=a b +a, b, +a, b,
aZ bZ
1.2.3 Vektorprodukt (duReres Produkt, Kreutzprodukt)
c|=[a]-[p|-sine Avateigranm = [3%B| =[8]-[B]-sing  (0°< ¢ <180°)

cla und ¢lb (c-a=c-b=0)
ab,c : Rechtshandiges System
1.2.4 Vektorprodukt in der Komponentendarstellung

a, b, ab,-ab,
axb=|a, |x|b, |=|ab,-a,b,
a, b, axby—aybx

1.2.5 Vektorprodukt in der Determinantenschreibweise

(O]
X
Tl
Il

o Qo O

eZ
aZ
bZ
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1.3 Trigonometrische Funktionen
1.3.1 Additionstheoreme
sin(a £B) = sina - cosp+cosa - sinf cos(o+P)=cosa-cospFsina-sinp
1.3.2 Formeln fir halbe Winkel
. (aj 1-cosa (aj 1+ cosa
sin| ==+ cos| — | =+
2 2 2 2
1.3.3 Formeln fur Winkelvielfache
sin(2a.) = 2-sina.-coso cos(20) = cos® (a) - sin’ (o) = 2- cos? (o) -1
1.3.4 Formeln fir Quadrate
. 1 1
sin®(a) :5(1—003(20c)) cos” (a) =§(1+cos(2a))
1.3.5 Formeln fiir Produkte
sin(a)-sin(p) = %[cos(a ~B)—-cos(a+p)] cos(a)-cos(B) = %[cos(a —B)+cos(a+p)]
sin(a)-cos(B) = %[sin(a —B)+sin(o+ B)]
1.4 Hyperbelfunktionen
1.4.1 Definition der Hyperbelfunktionen
y =sinh(a) = e _267(1 y =cosh(a) = e’ ;eia
1.4.2 Wichtige Beziehungen zwischen den Hyperbelfunktionen
inh
cosh? (o) - sinh? (o) =1 tanh = 1 ()
cosh(a)
1.4.3 Additionstheoreme
sinh(o £ B) = sinho. - coshB + cosha - sinhf cosh(a+B) =cosha-coshp+sinha-sinhp
1.4.4 Formeln fir halbe Winkel
sinh(gj:i /cosh<x+1 cosh[gjz /coshoc+1
2 2 2 2
1.4.5 Formeln flir Winkelvielfache
sinh(2a) = 2-sinho - cosha cosh(2a) = cosh? (a) + sinh? (o) = 2-cosh® (a) - 1
1.4.6 Formeln fir Produkte
sinh(a)-sinh(B) = %[cosh(a +B)-cosh(o—B)] cosh(a)-cosh(B) = %[cosh(a +P)+cosh(o.—B)]
sinh(a)-cosh(B) = %[sinh(a +B)+sinh(a—B)]
1.4.7 Formeln von Moivre
(cosh(a)+ Sinh((x))n = cosh(na) £ sinh(nat)
1.5 Ableitungsregeln
1.5.1 Erste Ableitungen elementarer Funktionen
f(x) L f'(x)
sin(n-a) i n-cos(n-a)
cos(n- o) -n-sin(a)
tan(n.a) i m=1+tan2(n~a)
B _1\2
tan1(n-oc) ; —m=—1—(tan1) (n~(x)
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In(x)

1.5.2 Produktregel

y=u(x)-v(x)=y'=u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)

1.5.4 Kettenregel
dy dy du
< =-2.-2  oder f'(x)=F'(u)-u'(x
o du (x) =F'(u)-u'(x)
1.6 Integrationsregeln

1.6.1 Partielle Integration

b

iu(x)-v'(x)dx = [u(x)-v(x)ll

26.02.2004

1/x
i n.enx
1 1.5.3  Quotientenregel
i u(x u'(x)-v(x)-u(x)-v'(x
| y=Q:,.=()()(2)()
i V() (v(x)
1.5.5 Ableitung der Umkehrfunktion
: 1

f'(x)-g'(y)=1 oder g'(y)zf'(x)

21 Unendliche Reihen
2.1.1  Quotientenkriterium
q<0 Reihe konvergiert
lim Bnat| _ q q=0 keine Aussage moglich
& g>0 Reihe divergiert
2.1.2 Wurzelkriterium
g <0 Reihe konvergiert
limg/a,| =q q=0 keine Aussage mdglich
g>0 Reihe divergiert
2.1.3 Leibnizsches Konvergenzkriterium fur alternierende Reihen
o e konvergiert wenn gilt:
;(_1) 8, =8 -8, +a —+.. (3 >0) a,>a,>a,>..>a, >a,, >.. und lima, =0
2.1.4 Spezielle konvergente Reihen
Yaq"'=a+aq+aq’ +..+aq" ' +...= 11 : (|l <1) geometrische Reihe
n=1 -
1+l 11 =e 5 1—1+1—1+—...=In2
1 21 3 | 2 3 4
ST B SR
3 5 7 4 L P22 32T 6
22 Potenzreihen
2.2.1 Berechnung des Konvergenzradius
r=lim|— oder r=
ta lim ¢/a,|
23 Fourier- Reihen
2.3.1 Komplexe Darstellung der Fourier- Reihe
© ) 1 2n )
fty=>Yc ™ mit c =—-|f(x) e™'dt
(=c, = 1T
2.3.2 Komplexe Darstellung der n- ten Harmonischen

f(t)=c, "™ +c_, e
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Berechnung der Fourier- Koeffizienten
2 2 2 .
a, =?-(l)f(t)dt a =?‘(J;)f(t)-cos(nwot)dt b, =?-(1)f(t)-sm(nwot)dt
Darstellung mit Summenzeichen (n- te Harmonische)
f(t)= %" + i[an -cos (Na,t) +b, - sin(nayt) | mit @, = % ; n=123,4,..
n=1
Zusammenhang zwischen den Koeffizienten .
reell —— komplex i komplex —— reell
c0 Z%ao ;Cn =%(an_jbn) ;C_n =%(an-'-jbn) i ao :2'00 ;a" :Cn+C_n ’bn Zj(Cn—C_n) ;(nGN*)

3.1
3.1.1

3.2
3.2.1

Reelle Matrizen

Spur einer Matrix
Sp(A)=a,, +a, +...+a,,

Matrizenarten
Diagonalmatrix
a, 0 - 0
0 a,, - 0
0 0 ... a

nn

Symmetrische Matrix
AT =A oder a, =a,
far alle i,k

Rechenoperationen mit Matrizen
Addition und Subtraktion

A+B=(a,)*(by)
(i=123,...m k=123,..,n)

Inverse Matrix
mit der Unterdeterminanten

Ay 3y Ay
-1 — 1 a12 a22 an2
det(A) :
a']n aZn e ann
(det(A)#0)

Determinanten
Zweireihige Determinanten

a a
11 12
=3a;,-8y —ay A,

a21 a22

i Schiefsymmetritsche Matrix
. AT=-A oder a, =-a,
. fir alle ik

;Summe aller Hauptdiagonalelemente

Einheitsmatrix Dreiecksmatrix (hier untere)

10 - 0 a, 0 - 0
01 .-0 a, a, - 0
00 - 1 i an1 an2 ann

| Orthogonale Matrix

AT=A"

Multiplikation mit einem Skalar Multiplikation mit Matrizen

A-A=h(ay) cik=a:-b1k+ai2-b2k+...+ain
(7\, IS ]R) i = .Z:a‘i -bjk
: =

' mit Gaull — Jordan Verfahren

| a 3y o Ay 10
(A | E) |8 8y a,, |0 1 0
an1 an2 o ann 0 O o 1
durch elementare Zeilenumformungen zu bringen auf spezielle Form :
10 0 b11 b12 b1n
(A-1 | E) _ 0 1 0 |by by b,
0 0 e 1 bn1 bn2 T bnn

3.2.2 Dreireihige Determinanten

. 3, A _

| a a a = Q485,853 T 3,,8,;33, Ta,33,@5,

i 21 22 23

| — 338,83 —3A1483a3, — 4,385,353
|83y 83 g

: bnk
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3.2.3 Laplacescher Entwicklungssatz

3.3
3.3.1

3.3.2

3.34

3.4
3.4.1

Entwicklung nach den Elementen der i- ten Zeile

D :Zn:aikAik (i=123,...n)
k=1

Ay = (_1)i+k Dy (Adjunkte)

Komplexe Matrizen
Rechenoperationen und Rechenregeln

Entwicklung nach den Elementen der k- ten Zeile

D:Zn:aikAik (k=123,...,n)
i=1

D, : (n—1) - reihige Unterdeterminante non D

Die fur reelle Matrizen geltenden Rechenoperationen und Rechenregeln sind sinngemaf auch fur komplexe

Matrizen gultig.

Die konjugiert komplexe Matrix

A*:(a*ik):(bik_j'Cik):(bik)_j'(cik):B_j'C A

Hermitische Matrix
A=(A*) =A oder a, =a*,

Eigenwertprobleme

1 3.3.3 Die transponiert komplexe Matrix

Transponieren

S(A*) =A

Konjugieren
Jug ‘,A *

3.3.5 Unitare Matrix
' A-A=E

Eigenwerte und Eigenvektoren einer quadratischen Matrix

Ax =Ax oder (A-2LE)

——
Charakteristische Matrix von A

-x=0

n - dimensionales Eigenwertproblem.
A : Eigenwert der Matrix A

1. Eigenwerte sind Losungen der charakteristischen Gleichung 2. Der zum Eigenwert gehérende Eigenvektor ergibt sich als

det(A-2E)=0

4. Komplexe Zahlen

4.1
4.1.1

4.1.2

Darstellungsformen einer komplexen Zahl

Kartesische Darstellung
Z=Xztjy

=1

x=Re{z} ; y=Im{z}

Kartesische —— Polarform

|z|=x*+y* tancpzl—lm{z}

X Re{z}

Grundrechenarten fur Komplexe Zahlen
Addition / Subtraktion

z,+7, = (X, £%,)+j(y, 1Y,)

Division
Z _ (X; +iy1) (%, = iys)

‘1
Z, (Xz +jY2)'(X2 _jyz)

1 Lésungsvektor des homogenen linearen Gleichungssystems

' (A-2E)x =0

Polarformen

z=|z-[cos(¢)+j-sin(e)]| ;Trigonometrische Form

z=|-€" :Exponetialform

e** = cos(¢)+j-sin(o)

' Polarform —— Kartesische Form

\ z=1z|-€" =|Z|(cos () +j-sin(¢))

' =|z|-cos(¢)+j-|z|-sin(p) =x+j-y
_ T

X y

;Eulersche Form

i Multiplikation
Z,°Z, = (X1X2 _Y1y2)+j(X1Y2 +X2y1)

; Z1 . 22 = (|Z1| . |22|) . ej(“’1+‘92)

Z, _ |Z1| ) ej‘W _ (Hj . eJ‘(‘PF‘Pz)

z, 2, -e" [z
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Partielle Differentiation

5.1.1 Partielle Differentiation 1. Ordnung
nach x
f(x+Axy)-f(xy) of
f (xy)= lim X;
( y) Axo AX ax( y)
5.1.2 Partielle Differentiation hoherer Ordnung
Herangehensweise

Differenziert man die gegebene Funktion
mehrmals nacheinander partiell erhalt man
partielle Ableitungen héherer Ordnung

5.2 Mehrfachintegrale

5.2.1 Doppelintegrale

in kartesischen Koordinaten

[J1(ayjan - T

x=a y=f,(x)

dy dx

innereslintegral

auleresintegral

in Polarkoordinaten

[ffey)a - K

9=0; 1=r(0)

(r-cos(¢);r-sin(p))-r-dr-do

inneresintegral

auRereslintegral

Differentialgleichungen 1. Ordnung

nachy

f(xy+Ay)-f(xy) o,
f,(xy)= Aly@w Ay = E(X’y)

Schreibweise

¢ _Q(S_f]_é_zf ¢ _i(ﬁ_f)_ﬁ_zf
*ex\ox ) &x? T Y 8yldx) 8x-dy

6 5f &%f o ( of &%f
f f = =20
"o Sy 6y-8x Yoo sy dy y

Vorgehensweise

1. Innere Integration nach y

2. AuRere Integration nach x

Allgemein: Zunachst liber die Variable mit

veranderlichen Grenzen dann Uber die mit festen

Grenzen integrieren

6.1.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit trennbaren Variablen
[ dy durch Trennung der Variablen dy
y=_=fx.gx = | f(x)dx
Y —(x)-9(x) R
6.1.2 Integration der homogenen Differentialgleichung
y "+ f(X) y= 0 durch Trennung der Variablen yh -C. e—If(X)dx
6.1.3 Integration durch Variation der Konstanten
y, = c e—J.f(X)dx durch Variation der Konstanten y, = K(X) . e_'[f(X)dX
6.1.4 Integration durch Auffinden einer partikularen Lésung

—| f(x)dx
Y=Y, t+Y, =C-e Jien +
Storfunktion
1. Konstante Funktion

2. Lineare Funktion

3. Quadratische Funktion

4. Polynomfunktion

5. Periodische sin(wt) oder cos(wt) Schwingung

6. Exponentialfunktion g(x) = Ae™

Lésungsansatz
yp = CO
Y, =CX+C,

2
Y, =C,X" +C,X+C,
Yo =C X" +...+CX+C,
Y, = C, -sin(wx)+c, - cos(wx)
c-e™ . b=z-a
Y, = b Tar
c-x-e> b=-a
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6.2  Differentialgleichungen 2. Ordnung y"+ay'+by = g(x)
6.2.1 Integration der homogenen linearen Differentialgleichung

W(y;y,)= ‘;1 ;2 =Y ¥V Y Wronski- Determinante

1 2

6.2.2 Allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

A +al+b=0 Fundamentalbasis

Ay #E L, (reell) P A=A, =L (reell) | Ay, =0t jo (konjugiert komplex)

y,=e" ; y,=e" Ly, ="y, =x-e” |y, = e -sin(ox) ; y, = e -cos(wx)

y=c,-e"™ +c, e Ly =(cx+c,)-e” | y=e"[c,sin(ot)+c, -cos(ot)]

6.2.3 Integration der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Storfunktion Storgliedldsungsansatz

1. Polynomfunktion Q, (x) b0
y,=1x-Q,(x) fir b=0, b=0

x*-Q, (x) a=b=c
. . A ACK _ AL atx c ist keine Losung der

2. Exponentialfunktion g(X) =Ae Yo = A-e charakteristischen Gleichung

y =A-x-e* c ist eine einfache Lésung der
P

charakteristischen Gleichung
c ist eine doppelte Lésung der
charakteristischen Gleichung

3. Periodische sin(wt) oder cos(wt) Schwingung y, = A-sin(Bx)+B-cos(fx) oder y, =C-sin(px+9)

y, =A-x".e*

6.3 Lésungsansatz mit Hilfe der Laplace- Transformation

6.3.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung
Wenn gilt: dann ist:

y'(t)+a~y(t):f(t) y(t):£1{Y(s)}:£1{

Anfangswert: y(0)

F(s)+y(0)

} mitf(t) = £ " {F(s)}

6.3.2 Differentialgleichungen 2. Ordnung
Wenn gilt: dann ist:

y"(t)+a-y'(t)+b-y(t) =f(1) Y=L {Y(s)} = {F(S)-ﬁ- y(0)(s+a)+ y'(O)} mitf() = £ {F (s)

Anfangswerte: y(0),y'(0) s’+a-s+b

7. Laplace- Transformationen

7.1 Allgemeine Eigenschaften der Laplace- Transformation
7.1.1 Laplace- Integral

F(s)= J‘f(t)-e’“dt ;Re{s} >0
0
7.1.2 Linearitat
L{C,-f(t)+C, - f,(t)+...+C, - F ()} =C,- L{f, ()} +C, - L{f, ()} +...+ C, - L{F, (1)}
7.1.3 Ahnlichkeitssatz

1 S
Lif(a-t)f=—-F| — ;mit L (t) =F
ffa-0} =17 2] mit £{¢ ()} = (s)
7.1.4 Verschiebungssatze

1. Verschiebung nach rechts 2. Verschiebung nach links

cff(t-a)) = e F(s) clitsa)) e 7o) i e
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7.1.5 Dampfungssatz

L{e*t-f(t-a)}=F(s+a)
7.1.6 Ableitungssatz fir die Originalfunktion

L{f'(t)} =s-F(s)-f(0) ;mitf(0) : Anfangswert von f(x)

L{f"(t)} =s?-F(s)-s-f(0)-f'(0) ;mitf(0) und f'(0) : Anfangswerte von f(x)

E{f(”) (t)} =s"-F(s)-s""-f(0)~s"2-f'(0)~...—f"(0) ;mitf(0),...,f""(0) : Anfangswerte von f(x)
7.1.7 Ableitungssatz fir die Bildfunktion

F'(s) = £{-t-(1)} CF(s)=£{(f () = (e 1() CFO(s)=£{(4) f()
7.1.8 Integalsatz fiir die Originalfunktion

/L{;[f(r)dr}zg-F(s) 0<tst éE{jf(r)dr}=§~{F(s)—jjf(t)dt} Ja<ts<t

7.1.9 |Integralsatz fur die Bildfunktion

jF du—{ (t)}

7.2 Faltung
7.2.1 Faltungsintegral

t):iw) f(t-

7.2.2 Faltungssatz
000+, 0) - £{ 06 (1] - £[6(0) £, 0] - (0)o o)

7.3 Laplace- Transformierte einer periodischen Funktion
7.3.1  Definition

.
= %J‘f(t) -edt T : Periode von f{(t)
- 0

7.4 Laplace- Korrespondenzen

7.4.1 Spezielle Laplace- Transformationen

- R

1 «—O B(t) 1 o = 2 (%aztz+23t+1Jeat
Dirac-Impuls S Sprungfunktion (3—3)
1 1 t 1 be,,—aey,+a-b
s-a o s-Injal o a,Rea>0 s(s-a)(s-b) o ab(a-b)
] . 1b (c-b)e*+(a—c)e™ +(b-a)e™
at s-a)(s-b)(s—c
2 e ree R EERE) T o)
a#bb=cc=xa
1 obt_gat 1 1 (s-a)(s-b) atb( —at__—bt
s c . —sinh(at +2— —
(s-a)(s-b) o e s2_a2 o " (at) s(s+a)(s+b) o—e i a—b(e ¢ )
1 1 1 1 b-sinh(at)-a-sinh(bt)
s2.52 0o ZSin (at) (s—a)2 .ot (32_32) 32_b2) o ab(az—bz)
s pebt_aeat s 8 cosh(bt)-cosh(at)
A e Cpe o 22 e @ e S B 2 22
s cos(at) s t s? a-sinh(at)—b-sinh(bt)
s24a2 o (s-a 2 o (1+at)e (32_32 32—b2) o0 a2_p2
a 2 $® 2 2
. 2 2 . T 577 5 5\ a“ cosh(at)-b“ cosh(bt
az+(s—b)2 - o ebtsm(at) (s-b)"-a - o ebtsmh(at) (52,32 32,b2) - o (a2) 2 (8t)
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s-b 1
s-b tcosh(at) sinh(at)
— bt b 2_,2 bt 2 2 2 [l G
(s—b)2+a2 e o e cos(at) (s-b)"-a e o € cosh(at) (S _a ) - a2 23
1 1.2 1 1(at ) a’s .[at]. [at)
_ _t — (e —at-1 sin| —= |sinh| —=
$3 = 2 sz(s—a) o a2 At r— 2 2
L (at-1)e?t+1 L t2 < at at
U eat cos[—)-cosh(—]
s(s-a)® M o2 (s-a)° o 32° S — 27\

1-2sin(at) 1

t2 cosh(at)_t~sinh(at)

2
cos“(at) 022 o3

2,2
t-cosh(at) (1_3 t )

1
E<)a2 8ad

2 at
(Eat +tje (32—32

sinh(at)

@ @ —_
12} "n |n (f’
() (SN o [=
+ | = LN )
IS Y
2 WIS

o —
2 o N
I\)N (%) )
QL X ©
N[y N -
© P
= )
2
=
—_ ® o
o —ln
b [0 DN B[ D
) T 3R
&l oo
S
N
—_— @. @
VIN N
@ | + |1
9 o o BN
9 S
— —_ BN
w w
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